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Àííîòàöèÿ

Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå òîïîëîãè÷åñêîé
òåîðèè Ãàëóà ê àíàëèçó òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé íà
ðàçðåøèìîñòü â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. Èçëàãàþòñÿ îáùèå
òåîðåòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ è äîêàçûâàåòñÿ íåðàçðåøèìîñòü
óðàâíåíèé tan(x)− x = a è xx = a â ðàäèêàëàõ.
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1 Èñòîðè÷åñêèé î÷åðê

2 Îáùèå ñâåäåíèÿ èç òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà

3 Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ tan(x)− x = a

4 Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ xx = a
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Çàäà÷à

Çàäàíî

Èçíà÷àëüíîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ S

Ñåìåéñòâî äîïóñòèìûõ îïåðàöèé F

Âîïðîñ
Ìîæíî ëè âûðàçèòü êàêîé-òî îáúåêò ïðèìåíÿÿ îïåðàöèè èç
çàäàííîãî ñåìåéñòâà F ê èñõîäíûì îáúåêòàì S?
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Ðàçðåøèìîñòü â ðàäèêàëàõ

Çàäà÷à
Âûðàçèòü êîðåíü óðàâíåíèÿ P(x) = 0, ãäå P - ìíîãî÷ëåí, ÷åðåç
àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè è ðàäèêàëû.

Èçíà÷àëüíîå ìíîæåñòâî S - ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

Ñåìåéñòâî äîïóñòèìûõ îïåðàöèé F - àëãåáðàè÷åñêèå
(ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå, äåëåíèå) è êîðåíü
íàòóðàëüíîé ñòåïåíè, ò.å. f (x) = n

√
x

Îáúåêò, êîòîðûé íóæíî âûðàçèòü - x1
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Ïðåäëîæåííûå ðåøåíèÿ

Ðóôôèíè (íåïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî) [Ru�ni 1799]

Àáåëü [Abel 1824]

Ãàëóà â 1846 ãîäó

Òåîðåìà
Àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â ðàäèêàëàõ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ãðóïïà Ãàëóà ðàçðåøèìà

Æîðäàí ïîêàçàë, ÷òî ãðóïïà Ãàëóà àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
èçîìîðôíà ãðóïïå ìîíîäðîìèè êîðíÿ (êîòîðûé ïîíèìàåòñÿ êàê
ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ) [Õîâàíñêèé 2008].
Â.È. Àðíîëüä îáîáùèë ýòè ðåçóëüòàòû è äîêàçàë òîïîëîãè÷åñêóþ
íåðàçðåøèìîñòü ðÿäà çàäà÷.
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Âûðàçèìîñòü èíòåãðàëà â îáîáùåííûõ

ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ

Îïðåäåëåíèå
Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè - ýòî ëîãàðèôì, ýêñïîíåíòà,
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå è ãèïåðáîëè÷åñêèå ôóíêöèè è èõ îáðàòíûå.

Çàäà÷à

Âûðàçèòü íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë
∫ x

x0
f (t)dt îò îáîáùåííîé

ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè f ÷åðåç îáîáùåííûå ýëåìåíòàðíûå
ôóíêöèè

Èçíà÷àëüíîå ìíîæåñòâî S - C(x)
Ñåìåéñòâî äîïóñòèìûõ îïåðàöèé F - àëãåáðàè÷åñêèå,
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè è ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
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Ðåøåíèå Ëèóâèëëÿ

Îïåðàöèþ âçÿòèÿ êîìïîçèöèè ìîæíî çàìåíèòü íà îïåðàöèþ
ðåøåíèÿ îïðåäåëåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð

y = exp(x)⇔ y ′ = y

Îïðåäåëåíèå
Äèôôåðåíöèàëüíîå ïîëå - ýòî ïîëå, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà
îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðàâèëó
Ëåéáíèöà

Çàéöåâ Ð.Â. (ÌÔÒÈ) Òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ãàëóà Èþíü 2021 9 / 63



Ðåøåíèå Ëèóâèëëÿ

Îïåðàöèþ âçÿòèÿ êîìïîçèöèè ìîæíî çàìåíèòü íà îïåðàöèþ
ðåøåíèÿ îïðåäåëåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð

y = exp(x)⇔ y ′ = y

Îïðåäåëåíèå
Äèôôåðåíöèàëüíîå ïîëå - ýòî ïîëå, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà
îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðàâèëó
Ëåéáíèöà
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Ðåøåíèå Ëèóâèëëÿ

Èñïîëüçóÿ ìåòîä, íå ñâÿçàííûé ñ òåîðèåé ãðóïï, Ëèóâèëëü
äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó [Ritt 1948]

Òåîðåìà (Ëèóâèëëÿ îá èíòåãðàëàõ)

Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

y(x) =

∫ x

x0

f (t)dt, f (t) ∈ K

ïðèíàäëåæèò äèôôåðåíöèàëüíîìó ïîëþ K åñëè è òîëüêî åñëè

y(x) = A0(x) +
n∑

i=1

λi ln(Ai(x)),Ai(x) ∈ K
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Ðàçðåøèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â

êâàäðàòóðàõ

Èçíà÷àëüíîå ìíîæåñòâî S - äèôôåðåíöèàëüíîå ïîëå

Ñåìåéñòâî äîïóñòèìûõ îïåðàöèé F - àëãåáðàè÷åñêèå,
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, äèôôåðåíöèðîâàíèå è
èíòåãðèðîâàíèå

Çàäà÷à
Âûðàçèòü ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ly = 0 â
êâàäðàòóðàõ, ãäå L - äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
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Ðàçðåøèìîñòü ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â êâàäðàòóðàõ

Ìåòîä Ëèóâèëëÿ íå îïèðàåòñÿ íà òåîðèþ ãðóïï

Ïèêàð îáíàðóæèë ñõîäñòâî ìåæäó ëèíåéíûìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè è àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè è
ïîñòðîèë äèôôåðåíöèàëüíûé àíàëîã òåîðèè Ãàëóà [Vessiot 1910]

Òåîðåìà (Ïèêàðà-Âåññèî)

Ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íàä äèôôåðåíöèàëüíûì
ïîëåì K ðåøàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ, åñëè è òîëüêî åñëè ãðóïïà
Ãàëóà óðàâíåíèÿ íàä ïîëåì K ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé

Èç òåîðèè Ïèêàðà-Âåññèî âûòåêàåò áîëåå ñèëüíàÿ òåîðåìà î
íåðàçðåøèìîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ, à
èìåííî, ÷òî ïðè íåðàçðåøèìîñòè ãðóïïû Ãàëóà, óðàâíåíèå
íåðàçðåøèìî â êâàäðàòóðàõ.
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Ñîäåðæàíèå

1 Èñòîðè÷åñêèé î÷åðê

2 Îáùèå ñâåäåíèÿ èç òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà

3 Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ tan(x)− x = a

4 Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ xx = a

Çàéöåâ Ð.Â. (ÌÔÒÈ) Òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ãàëóà Èþíü 2021 13 / 63



Ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè è ãðóïïà ìîíîäðîìèè

Îïðåäåëåíèå

Ýëåìåíò - ýòî ïàðà (f ,U), ãäå f - ãîëîìîðôíàÿ íà îáëàñòè
U ⊂ C ôóíêöèÿ

Îïðåäåëåíèå
Ðîñòîê ôóíêöèè f â òî÷êå a ∈ C - ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
ýëåìåíòîâ, ñîâïàäàþùèõ ñ f â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a.
Äðóãèìè ñëîâàìè, äâà ýëåìåíòà (f ,Ua), (g ,Va) íàçûâàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò Wa ⊂ Ua ∩ Va ò.÷.
(f ,Wa) = (g ,Wa)
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Îïðåäåëåíèå

Ýëåìåíò - ýòî ïàðà (f ,U), ãäå f - ãîëîìîðôíàÿ íà îáëàñòè
U ⊂ C ôóíêöèÿ

Îïðåäåëåíèå
Ðîñòîê ôóíêöèè f â òî÷êå a ∈ C - ýòî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
ýëåìåíòîâ, ñîâïàäàþùèõ ñ f â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a.
Äðóãèìè ñëîâàìè, äâà ýëåìåíòà (f ,Ua), (g ,Va) íàçûâàþòñÿ
ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò Wa ⊂ Ua ∩ Va ò.÷.
(f ,Wa) = (g ,Wa)

Çàéöåâ Ð.Â. (ÌÔÒÈ) Òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ãàëóà Èþíü 2021 14 / 63



Ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè è ãðóïïà ìîíîäðîìèè

Ðàññìîòðèì ïåòëþ â òî÷êå a, íå ñîäåðæàùóþ îñîáûõ òî÷åê
ôóíêöèè f . Òîãäà âäîëü ýòîé ïåòëè ìîæíî ïðîäîëæèòü ëþáîé
ðîñòîê ôóíêöèè f , ïðè÷åì â êîíöå ïåòëè ðîñòêè ïåðåñòàâÿòñÿ
ìåæäó ñîáîé. Çàôèêñèðóåì òî÷êó a.

Îïðåäåëåíèå
Ãðóïïà ìîíîäðîìèè - ýòî ãðóïïà âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê
ðîñòêîâ, ïðè ïðîäîëæåíèè âäîëü ïåòåëü, íå ñîäåðæàùèõ îñîáûõ
òî÷åê
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Ìíîãîçíà÷íûå ôóíêöèè è ãðóïïà ìîíîäðîìèè

Íàáëþäåíèå
Äëÿ ãîëîìîðôíîé íà êîìïëåêñíîé îáëàñòè ôóíêöèè ãðóïïà
ìîíîäðîìèè òðèâèàëüíà.

Íàáëþäåíèå
Ïåðåñòàíîâêè, èíäóöèðîâàííûå ãîìîòîïíûìè â îáëàñòè íå
ñîäåðæàùåé îñîáûõ òî÷åê ïåòëÿìè, ñîâïàäàþò.
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Ãðóïïà ìîíîäðîìèè ëîãàðèôìà è ýêñïîíåíòû

Ýêñïîíåíòà - îäíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòîìó ãðóïïà
ìîíîäðîìèè òðèâèàëüíà

Ó ëîãàðèôìà ðîâíî îäíà îñîáàÿ òî÷êà - 0

Âñå ðîñòêè ôóíêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèå r0 + 2πi , ãäå r0 -
çíà÷åíèå êàêîãî-òî ôèêñèðîâàííîãî ðîñòêà â òî÷êå a

Ïðè îäíîì îáõîäå îêðóæíîñòè |z | = |a|, ðîñòîê r ïåðåõîäèò â
ðîñòîê r ± 2πi

Ãðóïïà ìîíîäðîìèè ëîãàðèôìà - Z
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Ãðóïïà ìîíîäðîìèè ëîãàðèôìà - Z
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Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ

ôóíêöèÿõ

Ïóñòü çàäàíî ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå f (x) = a, ãäå a -
êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòî óðàâíåíèå
ðàçðåøèìî â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, åñëè ïðè ïîìîùè
êîìïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé è àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé
ìîæíî âûðàçèòü êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç ïàðàìåòð a.

Èçíà÷àëüíîå ìíîæåñòâî S = C(a)
Ñåìåéñòâî äîïóñòèìûõ îïåðàöèé F - àëãåáðàè÷åñêèå,
ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè
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Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ

ôóíêöèÿõ

Íàáëþäåíèå
Âìåñòî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé äîñòàòî÷íî âçÿòü ëèøü
ëîãàðèôì è ýêñïîíåíòó

Äîêàçàòåëüñòâî

Ãèïåðáîëè÷åñêèå è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè (è èõ
îáðàòíûå) ëåãêî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ëîãàðèôì è ýêñïîíåíòó ïðè
ïîìîùè àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé.
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Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ
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Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ

ôóíêöèÿõ

Îïðåäåëåíèå

Ãëóáèíà d(f ) ôîðìóëû f , âûðàçèìîé â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ
îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî.

Åñëè f ∈ C(a), òî ãëóáèíà ôîðìóëû d(f ) = 0

Áîëåå îáùî, åñëè f ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ê ôîðìóëàì
f1, f2, . . . , fn àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé, òî
d(f ) = max1≤i≤nd(fi)

Åñëè f = u(g) è u - ëîãàðèôì èëè ýêñïîíåíòà, òî
d(f ) = d(g) + 1
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Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ

ôóíêöèÿõ
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Ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ

ôóíêöèÿõ

Îïðåäåëåíèå

Ãëóáèíà d(f ) ôîðìóëû f , âûðàçèìîé â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ
îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî.

Åñëè f ∈ C(a), òî ãëóáèíà ôîðìóëû d(f ) = 0

Áîëåå îáùî, åñëè f ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ê ôîðìóëàì
f1, f2, . . . , fn àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé, òî
d(f ) = max1≤i≤nd(fi)

Åñëè f = u(g) è u - ëîãàðèôì èëè ýêñïîíåíòà, òî
d(f ) = d(g) + 1

Çàéöåâ Ð.Â. (ÌÔÒÈ) Òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ãàëóà Èþíü 2021 20 / 63



Òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè â ýëåìåíòàðíûõ

ôóíêöèÿõ

Êîðåíü óðàâíåíèÿ, f −1(a) - ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ãðóïïîé ìîíîäðîìèè óðàâíåíèÿ f (x) = a áóäåì íàçûâàòü ãðóïïó
ìîíîäðîìèè f −1.

Òåîðåìà

Åñëè óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, òî åãî
ãðóïïà ìîíîäðîìèè ðàçðåøèìà
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Òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè â ýëåìåíòàðíûõ

ôóíêöèÿõ

Äîêàçàòåëüñòâî
Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ âñåõ ôîðìóë ãëóáèíû n, n-é
êîììóòàíò ãðóïïû ìîíîäðîìèè òðèâèàëåí.

Áàçà: ãëóáèíà ôîðìóëû íîëü ⇒ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ⇒
ãðóïïà ìîíîäðîìèè òðèâèàëüíà.
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Òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè â ýëåìåíòàðíûõ

ôóíêöèÿõ

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïåðåõîä: ïóñòü äëÿ âñåõ ôîðìóë ãëóáèíû n − 1 ãðóïïà
ðàçðåøèìà, òî åñòü ðÿä êîììóòàíòîâ çàêàí÷èâàåòñÿ íà
òðèâèàëüíîé ãðóïïå.

Íà ôîðìóëå âèäà u(fn−1(a)), ãäå u - ëèáî ýêñïîíåíòà, ëèáî
ëîãàðèôì, à fn−1 - ôîðìóëà ãëóáèíû íå áîëåå ÷åì n − 1,
(n − 1)-é êîììóòàíò äåéñòâóåò êîììóòàòèâíî.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó íà fn−1 èíäóöèðóþòñÿ ëèøü
òðèâèàëüíûå ïåðåñòàíîâêè, êàæäûé ðîñòîê fn−1 äåëàåò
ïåòëþ. Ñòàëî áûòü (n− 1)-é êîììóòàíò ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
ãðóïïû ìîíîäðîìèè u, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, àáåëåâà.
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Òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè â ýëåìåíòàðíûõ

ôóíêöèÿõ

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)
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Òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè â ýëåìåíòàðíûõ

ôóíêöèÿõ

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà ãëóáèíû n ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè
àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ ôîðìóëàìè òàêîãî âèäà ⇒ íà
ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëå äåéñòâèå (n − 1)-ãî êîììóòàíòà
òàêæå êîììóòàòèâíî ⇒ n-é êîììóòàíò òðèâèàëåí.
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Îñîáûå òî÷êè

Çàìå÷àíèå
Åñëè f ′(x) 6= 0, òî òî÷êà f (x) çàâåäîìî íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé â
ñèëó òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè

Åñëè óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, òî
ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ïåòëÿìè â îáëàñòè
{y : y = f (x), f ′(x) 6= 0} ðàçðåøèìà, êàê è ëþáàÿ ïîäãðóïïà
ìîíîäðîìèè.

Îïðåäåëåíèå

Ãðóïïà óðàâíåíèÿ f (x) = a - ýòî ïîäãðóïïà ãðóïïû ìîíîäðîìèè
f −1, ïîðîæäåííàÿ ïåòëÿìè â îáëàñòè {y : y = f (x), f ′(x) 6= 0}
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Îñîáûå òî÷êè

Çàìå÷àíèå
Åñëè f ′(x) 6= 0, òî òî÷êà f (x) çàâåäîìî íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé â
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Åñëè óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, òî
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Îñîáûå òî÷êè

Îïðåäåëåíèå
Îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ - ýòî ìíîæåñòâî
{y : y = f (x), f ′(x) = 0}

Îïðåäåëåíèå

Îñîáûå êîðíè óðàâíåíèÿ - ýòî ìíîæåñòâî {x : f ′(x) = 0}
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Îñîáûå òî÷êè

Íàáëþäåíèå
Åñëè ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê óðàâíåíèÿ íèãäå íå ïëîòíî, òî
ãðóïïà óðàâíåíèÿ òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò íà ðîñòêàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì êðèâóþ γ(t), ñîåäèíÿþùóþ äâà êîðíÿ r1, r2, ò.å.
γ(0) = r1, γ(1) = r2 è ëåæàùóþ âíå ìíîæåñòâà {x : f ′(x) = 0}
(òàêàÿ êðèâàÿ ñóùåñòâóåò, ò.ê. ìíîæåñòâî {x : f ′(x) = 0} íèãäå íå
ïëîòíî). Òîãäà a(t) = f (γ(t)) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ïåòëåé,
îòîáðàæàþùåé r1 â r2. Äåéñòâèòåëüíî,

a(0) = f (γ(0)) = f (r1) = f (r2) = f (γ(1)) = a(1)
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Ñîäåðæàíèå

1 Èñòîðè÷åñêèé î÷åðê

2 Îáùèå ñâåäåíèÿ èç òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà

3 Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ tan(x)− x = a

4 Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ xx = a
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Îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ

Äî êîíöà ýòîãî ðàçäåëà, ïîëîæèì f (x) = tan(x)− x

Ëåììà
Îñîáûå êîðíè è òî÷êè óðàâíåíèÿ f (x) = a - ýòî πk , k ∈ Z

Äîêàçàòåëüñòâî

f ′(x) = (tan(x)− x)′ =
1

cos 2(x)
− 1 = 0⇔

⇔ cos 2(x) = 1⇔ x = πk , k ∈ Z (1)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â ôóíêöèþ f , ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî
îñîáûõ òî÷åê

tan(πk)− πk = −πk , k ∈ Z
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Îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ

Ëåììà
Âñå îñîáûå êîðíè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èìåþò êðàòíîñòü 3.

Äîêàçàòåëüñòâî

f ′′(πk) =
2 sin(πk)

cos 3(πk)
= 0

f ′′′(πk) =
2

cos 2(πk)
+

6 sin 2(πk)

cos 4(πk)
= 2

Ñëåäñòâèå
Åñëè ïàðàìåòð a äåëàåò îêðóæíîñòü âîêðóã îñîáîé òî÷êè, òðè
êîðíÿ ïåðåñòàâëÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé öèêëè÷åñêè.
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Êîðíè óðàâíåíèÿ

Ëåììà
Âñå êîðíè óðàâíåíèÿ

tan(z)− z = 0

âåùåñòâåííû

Òåîðåìà (Ðóøå)

Åñëè äâå ãîëîìîðôíûå â íåêîòîðîé îáëàñòè ôóíêöèè f è g
òàêîâû, ÷òî íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè |g(z)| < |f (z)|, òî óðàâíåíèÿ
f (z) = 0 è f (z) + g(z) = 0 èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî êîðíåé.
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Êîðíè óðàâíåíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû

tan(z)− z = 0⇔ sin(z)− z cos(z) = 0

Ïîëîæèì z = x + iy , òîãäà

sin(x + iy) = sin(x) cosh(y) + i cos(x) sinh(y)

îòêóäà

| sin(x+iy)|2 = sin2(x) cosh2(y)+cos2(x) sinh2(y) = sin2(x)+sinh2(y)

Àíàëîãè÷íî

| cos(x+iy)|2 = cos2(x) cosh2(y)+sin2(x) sinh2(y) = cos2(x)+sinh2(y)
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Êîðíè óðàâíåíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ïîëîæèì
f (z) = −z cos(z), g(z) = sin(z)

è ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê ñ öåíòðîì â íóëå è âåðõíèì
ïðàâûì óãëîì â òî÷êå

πk + iM, k ∈ N,M ∈ R

Òîãäà íà ëåâîé è ïðàâîé ñòîðîíàõ ïðÿìîóãîëüíèêà

|g(z)|2 = sin2(πk) + sinh2(y) = sinh2(y) <

< 1+ sinh2(y) = cos2(πk) + sinh2(y) < |z cos(z)|2 = |f (z)|2 (2)

ïîñêîëüêó |z | ≥ Re z = πk
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Êîðíè óðàâíåíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Íà âåðõíåé è íèæíåé ñòîðîíàõ

|g(z)|2 ≤ 1+ sinh2(M)

è
|f (z)|2 ≥ |z |2 sinh2(M) ≥ M2 sinh2(M) > 1+ sinh2(M)

äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ M. Îòñþäà, ïî òåîðåìå Ðóøå
tan(z)− z èìååò â òî÷íîñòè 2k + 1 êîðíåé â ëþáîì òàêîì
äîñòàòî÷íî âûñîêîì ïðÿìîóãîëüíèêå ñ ôèêñèðîâàííîé øèðèíîé,
ïîñêîëüêó êîðíÿìè óðàâíåíèÿ z cos(z) = 0 ÿâëÿþòñÿ

{0,±π/2, . . . ,±(πk − π/2)}
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Êîðíè óðàâíåíèÿ

Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

Ó èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååòñÿ ðîâíî 2k + 1 êîðíåé, êîòîðûå ìû
ìîæåì ÿâíî ïåðå÷èñëèòü: 0 - îñîáûé êîðåíü óðàâíåíèÿ
êðàòíîñòè 3, à òàêæå, êàê âèäíî íà ðèñ., ãðàôèêè ôóíêöèé
y = tan(x) è y = x èìåþò â òî÷íîñòè 2k − 1 ïåðåñå÷åíèé,
ïîñêîëüêó íà êàæäîì èíòåðâàëå âèäà (πm − π/2, πm + π/2),
−k < m < k, m ∈ Z èìååòñÿ ðîâíî îäíî ïåðåñå÷åíèå ïðè a = 0.
Óñòðåìëÿÿ âûñîòó ïðÿìîóãîëüêà ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî
äðóãèõ êîðíåé ó óðàâíåíèÿ áûòü íå ìîæåò, ñòàëî áûòü âñå êîðíè
âåùåñòâåííû. �
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Ãðàôèêè ôóíêöèé tan(x) è x + a
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Êîðíè óðàâíåíèÿ

Íàáëþäåíèå
Ïðè âåùåñòâåííîì a íå ÿâëÿþùèìñÿ îñîáîé òî÷êîé, èìååòñÿ â
òî÷íîñòè äâà êîìïëåêñíûõ êîðíÿ, ïðè÷åì â ñèëó f (z) = f (z) ýòè
êîðíè êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû. Ïîýòîìó ïðè îáõîäå ïàðàìåòðîì a
îñîáîé òî÷êè, áóäóò öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëåíû ýòè äâà
êîìïëåêñíûõ êîðíÿ è îäèí âåùåñòâåííûé.
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Âû÷èñëåíèå ïåðåñòàíîâêè

Çàôèêñèðóåì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, a0 = 1 è áóäåì
âû÷èñëÿòü ïåðåñòàíîâêè, êîòîðûå èíäóöèðóþò ïåòëè, ñ
êîíöàìè â ýòîé òî÷êå.

Ðàññìîòðèì ïåòëþ, êîòîðàÿ èäåò âäîëü âåùåñòâåííîé îñè â
ëåâóþ ñòîðîíó è îáõîäèò îñîáûå òî÷êè ïî ìàëûì
ïîëóîêðîæíîñòÿì, çàòåì äåëàåò îáîðîò âîêðóã îñîáîé òî÷êè
è âîçâðàùàåòñÿ òåì æå ïóòåì.
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Âû÷èñëåíèå ïåðåñòàíîâêè

Çàôèêñèðóåì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, a0 = 1 è áóäåì
âû÷èñëÿòü ïåðåñòàíîâêè, êîòîðûå èíäóöèðóþò ïåòëè, ñ
êîíöàìè â ýòîé òî÷êå.

Ðàññìîòðèì ïåòëþ, êîòîðàÿ èäåò âäîëü âåùåñòâåííîé îñè â
ëåâóþ ñòîðîíó è îáõîäèò îñîáûå òî÷êè ïî ìàëûì
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Âûÿñíèì, êàê ïðè ýòîì ïåðåñòàâëÿþòñÿ êîðíè.

Íàçîâåì äâà êîìïëåêñíûõ êîðíÿ c+ è c−, ãäå c+ - êîðåíü,
êîòîðûé ëåæèò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, à c− -
ñîïðÿæåííûé åìó.

Âåùåñòâåííûå êîðíè îáîçíà÷èì åñòåñòâåííûì îáðàçîì, ò.å.
òàê, ÷òî r0 - êîðåíü, êîòîðûé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè a→ 0, r1
- ñëåäóþùèé çà íèì âåùåñòâåííûé êîðåíü è òàê äàëåå.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè îáõîäå îñîáîé òî÷êè ïî ìàëîé
ïîëóîêðóæíîñòè, îäèí èç êîìïëåêñíûõ êîðíåé âñòàåò íà
âåùåñòâåííóþ îñü (ïî òîé æå ïðè÷èíå, ÷òî ïðè ïîëíîì
îáîðîòå ïðîèñõîäèò öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà).

Âûáåðåì òàêóþ ïîëóîêðóæíîñòü, ÷òîáû íà âåùåñòâåííóþ
îñü âñòàâàë èìåííî âåðõíèé êîðåíü. Òîãäà êîðåíü, êîòîðûé
áûë âåùåñòâåííûì âñòàíåò íà åãî ìåñòî, ò.å. îêàæåòñÿ â
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.

Äâèãàÿ âëåâî ïàðàìåòð a ïðèáëèæàÿ åãî, òàêèì îáðàçîì, ê
îñîáîé òî÷êå, ñíà÷àëà êîðåíü c+ çàíèìàåò ìåñòî r0, çàòåì r0
ìåíÿåòñÿ ñ r1 è òàê äàëåå.
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Âû÷èñëåíèå ïåðåñòàíîâêè

Åñëè èçíà÷àëüíî âåùåñòâåííûå êîðíè ðàñïîëîæåíû êàê
(r0, r1, . . . , rn, rn+1 . . .), òî íà òîò ìîìåíò, êîãäà ïàðàìåòð a
ïðèáëèçèòñÿ ê îñîáîé òî÷êå, êîòîðóþ îí áóäåò îáõîäèòü,
êîðíè áóäóò â ðàñïîëîæåíèè (c+, r0, r1, . . . , rn−2, rn, rn+1 . . .).

Êîãäà a îáîéäåò îñîáóþ òî÷êó, ïðîèçîéäåò öèêëè÷åñêàÿ
ïåðåñòàíîâêà êîðíåé rn−1, rn, c−.

Âûáðàâ ïîäõîäÿùåå íàïðàâëåíèå îáõîäà, ìîæíî äîáèòüñÿ
òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü ðàñïîëîæåíèå

(c+, r0, r1, . . . , rn−2, c−, rn+1 . . .)

â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè îêàçàëñÿ áû êîðåíü rn, à â íèæíåé
rn−1.
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Âû÷èñëåíèå ïåðåñòàíîâêè

Âîçâðàùàÿñü ïî òîìó æå ïóòè, êîãäà ïàðàìåòð a âåðíåòñÿ â
èñõîäíîå ïîëîæåíèå, êîðíè áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ êàê
(r0, r1, . . . rn−2, rn, c−, rn+1 . . .), â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
ïî-ïðåæíåìó áóäåò êîðåíü c+, à â íèæíåé rn−1.

Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íóþ ïåòëþ, íî äåëàÿ îáîðîò âîêðóã
ñëåäóþùåé îñîáîé òî÷êè, ïîëó÷àåì êîíôèãóðàöèþ êîðíåé
(r0, r1, . . . , rn−2, rn, rn+1, rn−1 . . .)
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ïî-ïðåæíåìó áóäåò êîðåíü c+, à â íèæíåé rn−1.

Ïîâòîðÿÿ àíàëîãè÷íóþ ïåòëþ, íî äåëàÿ îáîðîò âîêðóã
ñëåäóþùåé îñîáîé òî÷êè, ïîëó÷àåì êîíôèãóðàöèþ êîðíåé
(r0, r1, . . . , rn−2, rn, rn+1, rn−1 . . .)
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Íåðàçðåøèìîñòü

Óòâåðæäåíèå

Óðàâíåíèå tan(x)− x = a íå ðàçðåøèìî â ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèÿõ

Äîêàçàòåëüñòâî

Ãðóïïà çàâåäîìî ñîäåðæèò ïåðåñòàíîâêè âèäà
(k , k − 1, k + 1), êîòîðûå ïîðîæäàþò çíàêîïåðåìåííóþ
ãðóïïó An (åñëè îãðàíè÷èòü k ≤ n)

Ïðè n ≥ 5 ãðóïïà An íåðàçðåøèìà
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Ñîäåðæàíèå

1 Èñòîðè÷åñêèé î÷åðê

2 Îáùèå ñâåäåíèÿ èç òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè Ãàëóà

3 Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ tan(x)− x = a

4 Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ xx = a
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Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ

Ëîãàðèôìèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ xx = a äâàæäû è äåëàÿ
çàìåíó

ln ln x → x , ln ln a→ a

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
x + ex = a

Äî êîíöà ýòîãî ðàçäåëà, ïîëîæèì f (x) = x + ex

Çàéöåâ Ð.Â. (ÌÔÒÈ) Òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ãàëóà Èþíü 2021 49 / 63



Ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ
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Îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ

Óòâåðæäåíèå
Îñîáûìè êîðíÿìè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ

rn = (2n + 1)πi , n ∈ Z

à îñîáûìè òî÷êàìè

an = (2n + 1)πi − 1, n ∈ Z

Äîêàçàòåëüñòâî

f (z) = z + ez ⇒ f ′(z) = 1+ ez

f ′(z) = 0⇔ ez = −1⇔ z = (2n + 1)πi , n ∈ Z
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Îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ

Ïîñêîëüêó
f ′′(z) = ez 6= 0 ∀z ∈ C

âñå îñîáûå êîðíè èìåþò ïîðÿäîê 2, à çíà÷èò åñëè ïåòëÿ îáõîäèò
ïðîèçâîëüíóþ îñîáóþ òî÷êó, ïðîèñõîäèò òðàíñïîçèöèÿ äâóõ
êîðíåé.
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Âû÷èñëåíèå ïåðåñòàíîâêè

Èç ãðàôèêà ôóíêöèè f (x), x ∈ R âèäíî, ÷òî èìååòñÿ ðîâíî îäèí
âåùåñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ f (x) = 0.
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Âû÷èñëåíèå ïåðåñòàíîâêè

Ðàññìîòðèì ïóòü r(t) ýòîãî âåùåñòâåííîãî êîðíÿ, êîòîðûé
ïîäâîäèò åãî ê rn, çàòåì ïåðåñòàâëÿåò åãî ñ äðóãèì êîðíåì,
è äàëüøå íîâûé êîðåíü âîçâðàùàåòñÿ ïî òîìó æå ïóòè, ïî
êîòîðîìó ïîäõîäèë âåùåñòâåííûé êîðåíü.

Ïîëîæèì a(t) = f (r(t)).

Òîãäà a(t) îïèñûâàåò ïåòëþ è èíäóöèðóåò òðàíñïîçèöèþ
âèäà (1m), ãäå m êàêîé-òî êîðåíü.

Âû÷èñëèì íåïîñðåäñòâåííî ïóòü, ïî êîòîðîìó äâèæåòñÿ
ïàðàìåòð a.
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Âû÷èñëåíèå ïåðåñòàíîâêè
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Âû÷èñëåíèå ïåðåñòàíîâêè

Íà ïåðâîì (âåðòèêàëüíîì) îòðåçêå ïóòè, èìååì

r(t) = x + it

ãäå x - âåùåñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ f (x) = 0.

a(t) = x + it + ex+it = x(1− cos t) + i(t − x sin t)

Ýòî óðàâíåíèå öèêëîèäû. Ýòà öèêëîèäà íå ñîäåðæèò îñîáûõ
òî÷åê, ïîñêîëüêó ïðè t = (2k + 1)π (åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå t
ïðè êîòîðîì ìíèìûå ÷àñòè ak è a(t) ñîâïàäàþò),

a = 2x + i(2k + 1)π

ò.å. ëåâåå ak
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Âû÷èñëåíèå ïåðåñòàíîâêè

Ïîëîæèì yn = (2n + 1)π. Òîãäà ñëåäóþùèé
(ãîðèçîíòàëüíûé) îòðåçîê ïóòè çàäàåòñÿ

r(s) = s + iyn + es+iyn ⇒ a(s) = s − es + iyn

a(s) òàêæå äâèæåòñÿ ãîðèçîíòàëüíî.

Äàëåå, êîãäà êîðíè ìåíÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé, äâèãàÿñü ïî
ïîëóîêðîæíîñòÿì, ïàðàìåòð a äåëàåò îáîðîò âîêðóã îñîáîé
òî÷êè an.
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Âû÷èñëåíèå ïåðåñòàíîâêè

Çàéöåâ Ð.Â. (ÌÔÒÈ) Òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ Ãàëóà Èþíü 2021 57 / 63



Âû÷èñëåíèå ïåðåñòàíîâêè

Ýòà ïåòëÿ ãîìîòîïíà ïðîñòåéøåé
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Íåðàçðåøèìîñòü

Óòâåðæäåíèå
Ïðîèçâîëüíàÿ ïåòëÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ ïåòåëü ïðîñòåéøåãî âèäà

Äîêàçàòåëüñòâî
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïåòëþ. Ìûñëåííî ïðåäñòàâèì, ÷òî
îñîáûå òî÷êè - ýòî ãâîçäè, à ïåòëÿ - ýòî ðåçèíêà. Âîçüìåì ýòó
ðåçèíêó è ñòÿíåì åå ê íà÷àëó êîîðäèíàò, òàê, ÷òî îñòàíóòñÿ ëèøü
ïðÿìîëèíåéíûå êóñêè ðåçèíêè, èäóùèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò ê
êàêîìó-òî ãâîçäþ è îáðàòíî. Òàêèå êóñêè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèìè
ïåòëÿìè, ò.å. èñõîäíàÿ ïåòëÿ äåéñòâèòåëüíî ãîìîòîïíà
ïðîèçâåäåíèþ ïåòåëü. Ýòî ðàññóæäåíèå ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü
ïðè ïîìîùè àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè.
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Íåðàçðåøèìîñòü

Óòâåðæäåíèå
Ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ òàêèìè ïåòëÿìè - ñèììåòðè÷åñêàÿ

Äîêàçàòåëüñòâî
Ñ îäíîé ñòîðîíû, â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè ãðóïïû, ñóùåñòâóåò
ïåðåñòàíîâêà σ, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò êîðåíü rk 7→ rl ∀k , l ∈ Z. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ïåðåñòàíîâêà ðàñêëàäûâàåòñÿ â
ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé âèäà (1n). Ñòàëî áûòü ñóùåñòâóþò
ïåòëè, êîòîðûå èíäóöèðóþò òðàíñïîçèöèè (1k) è (1l). Çíà÷èò
ïðîèçâîëüíàÿ òðàíñïîçèöèþ (kl) ïðèíàäëåæèò ãðóïïå.
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Íåðàçðåøèìîñòü

Óòâåðæäåíèå
Óðàâíåíèå xx = a íå ðåøàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ

Êîðíåé áåñêîíå÷íî ìíîãî

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà íåðàçðåøèìà
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